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2.4 Hopfield-Netze

w21

w21
w13 n’ w23 wi2

3

Abb. 7: Einfaches Hopfield-Netz mit drei Neuronen.

Charakteristisch fur Hopfield-Netze ist, dal? jede Einheit (Neuron) mit jeder anderen Einheit
des Systems "symmetrisch” verbunden ist (aber nicht mit sich selbst). Fir die
Verbindungsmatrix wij gilt: wij =wji , w;j = 0. Diese Bedingungen sichern ein "stabiles
Verhaten" fir das System, sind aber biologisch nicht motiviert.

Aktivierungsausbreitung (Updating)

V orausgesetzt werden binére Zustande: S={-1, 1}.

Synchrones Updating:

ri(sy, ..., S) = f(Zwij s) firi=1,...,n

dabei ist f die Schwellenfunktion

0 1 1)1 2) (1
i1 o 1ffih=1(2)=|1
11 o)1 2] |1
-1 1
i1 o 1ff-1p=1( 0 =1
11 0)\1 —2) (-1
1 0) (1
i1 o 11 h=rf(of=|2
11 0)\-1 2] |1
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Asynchrones Updating:

f(Z; w; 5), falsi = random(1, n)
r(sy, ..., &) =
ri(sy, ..., Sn), Sonst

Die Veradnderungen der Aktivierung eines Knotens werden sofort beriicksichtigt und kénnen
die Ausbreitung der Aktivierung unmittelbar beeinflussen.

Lernstrategie

Seien s (a = 1, ..., N) die Inputvektoren. Hopfield benutzte die generalisierte Hebbsche Regel
als Lernstrategie. Betrachte die j. Synapse desi. Neurons:

AWij = Saj rui = Saj Sai (setze rai — sai)
Die im wesentlichen eindeutig bestimmte V erbindungsmatrix &3t sich direkt berechnen:
Wij = Ea Sai Saj

Beispiel: Sei nur ein Inputvektor gegeben, ndmlich (1 1 1). Dann ergibt sich folgende
Verbindungsmatrix:

L =
= O -

1
1
0

Ubung 3: Belehre ein Hopfield-System mit den Mustern (1 1 1) und (-1 -1 -1).
Unterscheidet sich das Verhaten des Netzes von dem oben angefiihrten Beispiel? Bleibt das
Muster (-1 -1 -1) bel synchronem Updating stabil?

Eigenschaften von Hopfield-Netzen

Hopfield-Netze konnen als "intelligente” Speicher angesehen werden. In der "Lernphase’
eingegebene Muster werden gespeichert (es dirfen nicht zu viele Muster sein und sie missen
sich hinreichend deutlich voneinander unterscheiden). In der Kann-Phase werden diese
Muster "wiedererkannt” (System anwortet mit identischer Ausgabe: Resonanz). Das System
besitzt ein assoziatives Gedachtnis n unvollstandige oder gestérte Muster werden in Hinblick
auf die gespeicherten Muster korrigiert (Mustervervollstandigung).

N

Abb. 8: Mustervervollstandigung: WORR oder WORK?
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Intermezzo: Stabilitatstheorie (Ljapunov 1892)

Betrachte ein dynamisches System [S, r"]. Dabei ist S ein Zustandsraum und die Funktion
r"(x) beschreibt die zeitliche Entwicklung der Zustande xeS, d.h. r"(x) beschreibt den
Zustand, der zur Zeit n eingetreten ist.

. Ein Zustand s heil3 Gleichgewichtszustand, falls sich s zeitlich nicht mehr &ndert.

. Ein Gleichgewichtszustand heif’t stabil, falls eine kleine Anderung dieses Zustands
keinen betréchtlichen Einflufld auf dessen zeitliche Entwicklung nimmt.

. Ein Gleichgewichtszustand heif3t asymptotisch stabil, wenn nach einer kleine

Anderung dieses Zustands der Zustand sich zeitlich-asymptotisch wieder dem
urspringlichen Zustand annéhert.

instabil
@
stabil /
asymptotisch
stabil
@

Abb. 9: Stabile, asymptotisch stabile und instabile Zustande

DEFINITION: Sei [S, r™ ein dynamisches System. Sei s ein Gleichgewichtszustand, d.h. r"(s) =
sfir ale Zetpunkten>0

(@ seS hefd stabil gdw. fir jedes >0 ein 0<6<g existiert, sodald fUr einen beliebigen
Zustand s e Smit [s-5 < § gilt: |r"(s)-5 < ¢ (flr alle Zeitpunkte n > 0).

(b) se S heifdt asymptotisch stabil gdw. sist stabil und ist folgende Bedingung erfillt: fir ein
gemaB (a) existierendes § und ein beliebiges s’ mit |[s'-g < § gilt: limp .. r'(S) = s.

Abb. 10: Zur Definition stabiler, asymptotisch stabiler und instabiler Zustande
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Asymptotisch stabile Gleichgewichtszustande heif3en auch Resonanzen oder Attraktoren. Der
Begriff Resonanz wird vorwiegend in der konnektionistischen Literatur verwendet, der
Begriff Attraktor in der Theorie nichtlinearer dynamischer Systeme (Chaostheorie, fraktale
Geometrie). Dort wird der Begriff wesentlich verallgemeinert, um die sogen. "strange
attractors' zu erfassen, d.h. Attraktoren, die eine fraktale Struktur besitzen.

. L .o.a.
(a) D X
O® O %o 2453
@ e D = c.c -.n .::L'D 'DU‘J
initial 3rd co
image 1st copy 2nd copy Py
I
25
= S -
; o R T T T S
initial 3rd co
irmagn 1st copy 2nd copy RY

initial
image

1st copy 2nd copy

3rd copy
|

ADbb.11: Beispiele fur Attraktoren (Oben: Schalen mit einem bzw. zwei Attraktoren; Mitte:

Beispiel fir Sierpinski-Dichtung; Unten: Beispiel fur "seltsamen" Attraktor (Lorenz-
Attraktor)
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DEFINITION: Sei [S, r™ ein dynamisches System. Eine Funktion E von Sin die reelen
Zahlen heifd Ljapunovfunktion fur das dynamische System gdw. E(r"(s)) monoton mit
wachsender Zeit fallt, d.h. fir beliebige Zustande s und Zeiten n, n'gilt: falls n'>n, dann
E(r"(s)<E(r"(9)).

STABILITATSTHEOREM VON LJAPUNOV: Sei E eine Ljapunovfunktion fir das dynamische
System [S, r"]. Besitzt die Funktion E fir s ein lokales Minimum, dann ist s stabil.

Einige mathematische und experimentelle Ergebnisse fir Hopfield-Netze

Sei S=S" der Zustandsraum, S={-1, 1}. Sei r(s) die Input-Output-Funktion des Netzes.
r(s) =qet 1 (S), r"(S) =ges r"™*(s). Dann heif’t [S, r" ein Hopfield-System.

(1)

Die Funktion E(sy, ..., ) = - ¥2%j; WSS ist eine Ljapunovfunktion fur das Hopfield-
System.

Beweis: Betrachte asynchrones Updating; untersuche Updating an Einheit 1.
(I) r]_(Sg_, ey Sﬂ) = f(ZJ Wi S)
Die Aktivierungen der tbrigen Einheiten &ndern sich nicht.

Fall 1: s; = 1 und der Netzinput fir die 1. Einheit Z; wy; S ist positiv (oder gleich
Null). Dann &ndert sich s; nicht. Auch die Ljapunov-Funktion

(”) E(SL ey Sn) =- 1/22”‘ W”S§
bleibt unverandert.

Fall 2: s; = -1 und der Netzinput fur die 1. Einheit X wy; S ist negativ. Dann andert
sich s; nicht und auch die Ljapunov-Funktion bleibt unveréndert.

Fall 3: s; = 1 und der Netzinput fur die 1. Einheit Z; wy; 5 ist negativ. Die Aktivierung
der 1. Einheit andert sich von +1 auf -1. Alle Ubrigen Einheiten bleiben unveréndert.
Die Veranderung der Ljapunov-Funktion kann nur von einer Veranderung der
Summe-%2(Zwy St §+ X Wit § S1) =-S1Zj Wy S herrtihren.

Dasich s; von +1 auf -1 andert, aber der Ausdruck X; wy; S unverandert bleibt (nur js
mit j>1 tragen zur Summe bei!), ergibt sich eine Veradnderung der Ljapunov-Funktion
um den Wert +2 %; wy; S. Dader Summand negativ ist, verringert sich der Wert der
Ljapunov-Funktion.

Fall 4: s, = -1 und der Netzinput fur die 1. Einheit X; wq; 5 ist positiv (oder gleich
Null). Diesmal andert sich die Aktivierung der 1. Einheit von -1 auf +1. Die
Veranderung der Ljapunov-Funktion kann nur von einer Veranderung der Summe -
Y2(ZjWy S1 §TZiWii S S1)=-S1% Wy S herrtihren.

Dasich s; von -1 auf +1 éndert, aber der Ausdruck X; wyj S unverandert bleibt, ergibt
sich eine Veranderung der Ljapunov-Funktion um den Wert - %2 %; wy; S. Da der
Summand positiv (oder gleich Null) ist, verringert sich der Wert der Ljapunov-
Funktion (oder bleibt unverandert).
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Die Muster s* (a = 1, ..., N), mit denen belehrt wurde (N << n), bilden
Resonanzen des entstandenen Netzwerks (Beweis. Cohen & Grossberg 1983). Sie
sind jedoch nicht die einzigen Resonanzen des Systems.

- Der Zustand (-1, ..., -1) ist immer eine Resonanz
- |st seine Resonanz, dann ist auch -s e ne Resonanz

Fur beliebige Zustdnde s existiert ein Endzustand der Aktivierungsausbreitung
(Updating), lim .. r"(s). Dieser Zustand ist eine Resonanz (entweder eine "gelernte
Resonanz" oder eine "Nebenresonanz”" (Cohen & Grossberg 1983).

Anmerkung: Derartige Systeme heil3en Resonanzsysteme. Neben dem Hopfield-
System gibt es folgende Beispiele fir Resonanzsysteme: McCulloch-Pitts (1943)-
Modell, Cohen-Grossberg (1983)-Modell, Andersons (1977) BSB-Modell, Koskos
(1987) BAM-Modell, Boltzmann-Maschine.

2w

Abb. 12: Updating als Tawanderung

Experimentelle Befunde (Computersimulation):

- Werden weniger als 0.15 n Muster gelernt, so besitzt das System in der Kann-Phase
eine gute Assoziationsfahigkeit. Werden mehr als 0.15 n Muster gelernt, so ergeben
sich immer mehr Nebenresonanzen, sodal? die Einzugsbereiche der gelernten
Resonanzen gegen Null gehen. Entsprechende Testmuster kdnnen nur noch vallig
zuféllig vervollstandigt werden.

B - Abb. 13: Wenn zu viele Muster

50 { . . .
in einem Hopfield-Netz
% At gespeichert werden, gibt es

errors discontinuity einen " Phasenubergangu Der

| ' Graph zeigt die Fehlerrate in
- Abhéangigkeit von der Zahl der
0 . . L gespeicherten Muster.

01t 02 013 014 ()..IS
(84

Ia=0.l38
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Boltzmann-M aschine als Weiter entwicklung von Hopfield-Systemen

Probability

Die Topologie der Boltzmann-Maschine ist identisch mit der Topologie von Hopfield-
Systemen. Jedoch besteht bei der Boltzmann-Maschine eine Unterscheidung zwischen
"sichtbaren" und "verborgenen" (hidden) Einheiten. Die sichtbaren Einheiten sind
unterschieden in Ein- und Ausgabeeinheiten. Die verborgenen Einheiten konnen nicht
zur Ein- und Ausgabe benutzt werden.

Verborgene Einheiten erhdhen die Abstraktionsleistungen des Netzes. Sie kdnnen
strukturelle Abhangigkeiten zwischen den Komponenten der Eingangsvektoren
entdecken.

Stochastisches Update: An Eingabeeinheiten liegt permanent die Inputaktivierung an.
Gesucht sind die Aktivierungen der Ausgabeeinheiten. Bei Fragestellungen dieser Art
ist es sinnvoll nach globalen Minima der Energie-/Ljapunov-Funktion zu suchen.

Um zu vermeiden, dal’3 das Netz unweigerlich immer nur auf der Oberfléche der
"Energielandschaft” bergab lauft, mufd die Moglichkeit eingeraumt werden, dal3 auch
gelegentlich ein Weg bergauf eingeschlagen wird. Das geschieht dadurch, dal3 eine
Einheit, deren Netzinput Uber dem Schwellenwert liegt, nicht in jedem Falle feuert,
sondern nur gelegentlich - mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit p. Feuert eine
Einheit nicht, obwohl der Netzinput Gber dem Schwellenwert liegt, dann wird ein
Weg eingeschlagen, der bergauf fihrt.

Die Wahrscheinlichkeit p fir einen Outputwert ri=1 ergibt sich aus der sogen.
Boltzmann-Verteilung und ist folgendermal3en bestimmt:

p(ri(sy, ..., Sn)=1) = Y (1+exp(-(Z; wi; S)/T) (T Konstante, "Temperatur")

1.0
- Temperature = 1 4 8

0.8

Abb. 14: Wahrscheinlichkeit fir r; =
1 bei gegebenem Netzinput X Wij §
und verschiedenen "Temperaturen”
T.

086 —

04 —

02—

1 P b Lo b
20 -15 -10 -5 0 & 10 15 20 25
Net Input

a.0
-28

Simuliertes Auskristallisieren: Stochastisches Update, wobei die "Temperatur"
allmahlich von einem bestimmten Ausgangswert bis auf Null herabgesetzt wird. (Fur
T=0 geht das stochastische Update in deterministisches Update tber). Das Verfahren
fuhrt zu einem global-minimalen Outputvektor.

Lernstrategie: Uberwachtes Lernen. Einem Inputvektor ist jeweils ein bekannter
Outputvektor zuzuordnen. Unbekannt sind jedoch die Werte fur die verborgenen
Einheiten. Diese Gewichte werden entsprechend eines maximum likelyhood-Prinzips
bestimmt.
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2.5 Feedforward-Netze

In Feedforward-Netzen sind die Einheiten jeweils bestimmten Ebenen zugeordnet. Die
Ebenen sind linear geordnet. Nur Elemente benachbarter Ebenen sind miteinander verknipft.
Die Verbindung fihrt immer von der niederen zur nachsthoheren Ebene. In Feedforward-
Netze mit N Ebenen ist der Endzustand der Aktivierung nach N-1 Update-Schritten erreicht.

Outputmuster

Assoziation

Inputmuster

Abb. 14: Feedforward-Netz mit drei Ebenen von Einheiten (Inputeinheiten, verborgene
Einheiten, Outputeinheiten)

Zum Verhaltnis von symbolischen Elementen und Zustdnden neuronaler Netze: Lokale
und verteilte Reprasentation

Wie lassen sich symbolische Elemente in Netzen darstellen?

- Lokale Reprasentation: Symbole entsprechen den Zustanden einzelner Einheiten des
Netzes.

- Verteilte Reprasentation: Symbole entsprechen den kollektiven Zustanden einer Gruppe von
Einheiten. Die Zustdnde einzelner Einheiten sind nicht durch Symbole irgendeiner Art
interpetierbar.

OIOOOJOOJO

vowel stress height front/back  length

nNelelelelel I JOIele
el I Jelelel I I @)
i1 QOO@OOO000O
i QOO@OOO0O0OO®

Abb. 15: Vertellte Représentationen fur einige Vokale. Welche Einheiten lassen sich als
(symbolische) Merkmal sstrukturen deuten?
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Per zeptron (Rosenblatt 1958)

ARCHITEKTUR:

Simple Perceptron

Modifiable
v connections
[T e } WA\
I [ .' | E =
I ' — W
I ] — O A
' T
. o oy
X 4 =
oc 4 s
Retina of Associator Response
Sensory Units Units Units

Abb. 16: Architektur der Perzeptrons (vereinfachte Grundversion)

- Feedforward-Netzwerk mit drel Ebenen: S (sensorische Ebene), A (Assoziatorebene), R
(Responsebene).

- partielle Verbindung zwischen S- und A-Ebene, Vollverbindung von Ebene A zu Ebene S.
Elemente der Ebene S redlisieren kontinuierliche Zusténde ("Grauwerte"), Elemente der
Ebenen A und R realisieren diskrete Zustande (0, 1).

- Verbindungsstarken zwischen S und A fest vorgegeben. Nur die Synapsen der R-Einheiten
konnen durch Lernen beeinflufd werden.

AKTIVIERUNGSAUSBREITUNG (UPDATE):

Angenommen auf A-Ebene ist ein bestimmtes Aktivierungsmuster erzeugt worden. Welches
Antwort-"Muster" entsteht auf R-Ebene (beachte: Perzeptrons wird uUblicherweise als
Klassifikator eingesetzt, das Antwort-"Muster” ist also oft binar: ja/nein)

Betrachte n A-Einheiten und m S-Einheiten, wobei jede A-Einheit mit jeder S-Einheit
verbunden ist. Sei w;; die Verbindungsstérke der j. A-Einheit mit der i. R-Einheit
(Anmerkung zur Numerierung: die j. A-Einheit ist an die j. Synapse der entsprechenden S
Einheit angekoppelt).

(S, - &) = f&wy s)

dabel ist f die Schwellenfunktion

1, falsx>6
0, sonst

f(x) =
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LERNEN:

Uberwachtes Lernen mit Lehrer: "Synapsen” der R-Einheiten werden nach Delta-Regel
verandert.

Awij = ps;(ri-r)

Dabei ist ist Awj die Verdnderung des Gewichts der j. Synapse an der i. R-Einheit,
hervorgerufen durch den Unterschied des Sollwertsr'; vom Istwert r; an der i. R-Einheit.

EIGENSCHAFTEN:

. Perzeptron als Klassifikator: Nur linear trennbare Muster kdnnen unterschieden
werden.

Lincar Separability

h lilil \ Ih h h
h \ b
h b h b
b
b

b b
Linearly Not Linearly
Separable Separable

Abb. 17: Lineare Trennbarkeit

o Konvergenztheorem flr Perzeptrons: Falls eine Verbindungsmatrix wij existiert, die
einem gewlnschten Input-Output-Verhalten entspricht, dann kann das Verhaten
gemald der Perzeptron-Lernregel erlernt werden.

. Von Perzeptrons nicht realisierbare Verhaltenswei sen:
- exklusives Oder
- geometrisches Pradikat der Verbundenheit von Figuren

‘\,‘f \\\ f/ B : E 7 _T\‘ \ =2 A\ ~__~

\
L \ y — W\ oA ——
N S X \ I S \ T~

N \\\\!——“ ol s e _\] \\\

Abb. 18: Beispiele fur verbundene (links) und unverbundene Figuren (rechts)

- Vermutung von Minsky & Papert (1969, Seite 231-232): "Das Problem der
Erweiterung auf mehrerschichtige Perzeptrons ist nicht allein technischer Art. Es hat
auch einen dtrategischen Aspekt. Das (klassische) Perzeptron selbst ist der
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Untersuchung wert - trotz seiner ernsthaften Beschranktheit. Es hat zahlreiche
attraktive Eigenschaften: seine Linearitét, ein faszinierendes Lerntheorem,
Einfachheit des Paradigmas als parallelverarbeitendes System. Es gibt keine Griinde
anzunehmen, da diese Vorziige beim Ubergang zu mehrschichtigen Perzeptrons
erhalten bleiben. Trotzdem betrachten wir es als ein wichtiges Forschungsproblem,
unsere Vermutung, dal3 diese Erweiterung fruchtlos ist, zu erharten (oder zu
widerlegen).”

- Diese Vermutung hat sich als falsch erwiesen.
Feedforward-Netze mit ver bor genen Einheiten und backpropagation
Das bekanntesten Beispiel ist Nettalk von Sgjnowski & Rosenberg (1986).
Das Assoziationsnetz zum Erlernen der Vergangenheitsformen englischer Verben (Rumelhart

& McClelland 1985) enthalt keine verborgenen Einheiten.

VERBORGENE EINHEITEN UND DIE XOR-FUNKTION

Inclusive OR Exclusive OR
1 T T 1 T e
0 F T 0 F T
0 ] 0 |

Abb. 19: Darstellung der Wahrheitsfunktionen fur inklusives und exklusives Oder.
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Output
Unit

Internal
Units

Thresholds=.01

Input  Output
Input
Units

Abb. 20: Einfaches Netzwerk zur Realisierung der XOR-Funktion. Das Netz enthélt zwel
verborgene Einheiten.
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GENERALISIERTE DELTA-REGEL (Rumelhart et al. 1986)

Bei der einfachen Delta-Regel wird fiur jeden Output die
Abweichung vom Sollwert bestimmt. Proportional zum
berechneten Fehler erfolgt die Anpassung der Gewichte.

T (Istwert)

Awi = pusi 6 mit o = (1'-r)

r' (Sollwert)

Eine verbesserte Form dieser Regel ergibt sich (Verstarkung des
Korrektureffekts), wenn fr folgender Ansatz verwendet wird:

Awi = u si 6 mit & = f'(net) (r'-r), wobel f' der Anstieg (erste Ableitung) der Funktion f ist.
Fir die Sigmoid-Funktionist ' = f(1-f).

Dieser Ansatz ergibt sich, wenn man die Gradientenmethode verwendet, um den Ausdruck
fUr die Standartabweichung zu minimieren:

de Noe
e=(f(Zjws)-r) EMRRAULDELES

Die Gradientenmethode verandert die Gewichte in Gradientenrichtung in “kleinen Schritten®,
die sich aus einem Parameter p ergeben.

e

w
Minimum

Abb. 21. Hyperflache der Gewichte zur Illustration der Gradientenmethode

Fir verborgene Einheiten ist der Sollwert nicht bekannt. Es ist jedoch moglich, die Fehler in
der Output-Schicht zuriickzuverfolgen (backpropagation) und auf Abweichungen in
Elementen der verdeckten Schicht zurtickzufihren.
Mathematisch lauft dies ebenfalls auf das oben
skizzierte Gradientenverfahren hinaus
(Minimierung der Standardabweichung). Bei der
generalisierten Delta-Regel wird fir Elemente der
verdeckten Schicht der entsprechende Fehler
abgeschétzt und damit die Anpassung der Gewichte
ausgefuhrt.

Aw; = psi 0 mit 6 = f'(net) - Xy Ok Wk,
wobei ok = f'(nety) - (rk'-r)
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2.6 Ubersicht tiber weitere Netzwer ktypen

Netzwerkgrundtypen konnen hinsichlich vier verschiedener Gesichtspunkte klassifiziert
werden: Architektur, Update-Strategie, Lern-Strategie und Verhalten der einzelnen Einheiten.

Update-Strategien

feed-forward
competitive (WTA)
sracﬁasnsc h

Lern-Strategien

Hebb, Delta-Rule
competitive learning
stochastisch

Unit-Verhalten

Aktivierungs-, Qutputfkt.
linear
Schwellenfunktion

Sigmoid

linear threshold

Architektur

feed-forward layers
Vollverbindun ‘§
Eins-zu-Eins Verbindungen
Clusters

Abb. 22 : Variationen von Netzwerktypen

z.B. Hopfield-Netze:

Architektur Vollverbindungen
Unit-Verhalten Einheiten mit Schwellenfunktion
Update-Strategie synchrones Update
Lernstrategie Hebbsche Regel



